Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап 54 Всеукраїнської олімпіади з математики 2013-2014 р.

6 клас

ВІДПОВІДІ

1. Вася написав на дошці натуральне число. Петя помножив його на 3 і додав 2013. Чи могло вийти в Петі число із сумою цифр 2014?

Відповідь.Не могло.

Розв'язок.

Число із сумою цифр 2014 не ділиться на 3, а число яке отримав Петя має вид 
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, тому ділиться на 3.

2. Дана рівність З∙О∙Я=В∙І∙Д∙М∙І∙Н∙Н∙И∙Ц∙Я. Зоя змогла замінити кожну букву на відповідну цифру так, що рівність стала вірною. Яка цифра відповідає букві Я? (Різні букви відповідають різним цифрам, однакові – однаковим).

Відповідь. 0.

Розв'язок.

У рівності використано 10 різних букв, тому одна з них відповідає цифрі 0. Тоді один з добутків дорівнює нулю, тому й інший добуток дорівнює нулю, тобто цифра нуль повинна бути в обох частинах рівності. Я – єдина буква, яка є в обох частинах рівності.

3. Сума трьох цілих чисел дорівнює 2014. Добуток цих трьох чисел парний чи непарний?

Відповідь. Добуток цих трьох чисел парний.

Розв'язок 1.

Розглянемо кілька випадків:

а) усі три числа парні. Тоді їх добуток парний.

б) усі три числа непарні. Але тоді їх сума непарна, що суперечить умові.

в) два числа парні, а  одне непарне. У цьому випадку також їх сума непарна, що суперечить умові.

г) два числа непарні, одне парне. Оскільки в добутку присутнє парне число, то добуток буде парним.

Розв'язок 2.

Добуток трьох цілих чисел непарний, тільки якщо непарні всі три числа. Але в цьому випадку й сума їх непарна, що суперечить умові. Виходить, що добуток завжди буде парним.

4. За столом розсаджено 20 людей, кожен з яких є або лицарем або брехуном. Лицарі завжди кажуть правду, а брехуни завжди брешуть.

Кожний з них стверджує, що серед його сусідів по столу рівно один лицар. Скільки лицарів може бути за столом? Сусідами вважаються ті, що сидять ліворуч, праворуч або напроти.

Відповідь. 0.
Розв'язок.

Існує тільки один спосіб розміщення

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	
	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л

	л



	
	


5. Відстань між двома машинами, що їдуть по шосе, дорівнює 200 км. Швидкості машин – 60км/год і 80км/год. Чому буде дорівнювати відстань між ними через 1 годину? 

Відповідь. 60км, 180км, 220км, 340км.

Розв'язок.
Можливі чотири випадки:

1) машини їдуть назустріч одна одній: 200-(60+80)=60км,

2) машини їдуть у різні сторони: 200+(60+80)=340км,

3) машини їдуть в одну сторону, друга доганяє першу: 200+(60-80)=180км,

4) машини їдуть в одну сторону, друга спереду: 200+(80-60)=220км.
7 клас

1. На автомобільному треку, що має форму квадрата, проводяться кільцеві перегони. Із двох різних вершин цього треку одночасно назустріч один одному стартують дві машини і продовжують рух у тих же напрямках. Визначте, скільки разів протягом години більш повільний автомобіль може проїхати одне коло (увесь квадрат), якщо відомо, що швидкість одного з автомобілів у чотири рази більше швидкості другого, а їх 9-а зустріч відбулася через 24 хвилини після старту.
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Відповідь. 4,125;  4,25;  4,375
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Розв'язок.

Слід розглянути три випадки:1) 

2) 

3) 

Приймемо весь периметр квадрата за 1, а швидкість «повільного» авто за 
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. У першому випадку до 9-й зустрічі слід проїхати
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, у другому - 
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 і в третьому - 
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 периметра квадрата. Тоді маємо: 1) 
[image: image6.wmf](

)

8

1

4

4

1

8

5

2

4

=

Þ

=

×

+

x

x

x

  2) 
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3) 
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2. Якось зустрілися мудрець, хитрун і брехун. (Відомо, що мудрець завжди говорить правду; брехун – бреше; хитрун, якщо йому сказали правду, говорить правду, якщо брехню – бреше, а якщо він говорить перший, то він бреше.) Між ними відбулася розмова:


Перший сказав другому: «Ти – хитрун».


Другий йому відповів: «Ти брешеш, це ти – хитрун».


На що третій заперечив: «Ви обоє брешете, хитрун – це я!»

Визначте, хто з них мудрець, хитрун і брехун. 

Відповідь. Перший – хитрун, Другий – мудрець, Третій – брехун.

Розв'язок.
Розглянемо всі можливі варіанти для Першого.

1) Якщо Перший – брехун, то з першого висловлення випливає, що Другий може бути тільки мудрецем, але тоді із другого твердження випливає, що Перший – хитрун. Протиріччя.

2) Якщо Перший  - мудрець, то Другий – хитрун. З того що Другому сказали правду,  він повинен сказати 
теж правду. Але в цьому випадку його висловлення хибне. Протиріччя.

3) Залишається випадок, коли Перший – хитрун. У цьому випадку друге твердження вірне, тобто Другий – мудрець. Тоді Третій – брехун. Цей випадок задовольняє умові задачі.

	3. На рисунку зображено 12 точок. Чи можна пофарбувати 7 точок у чорний колір так, щоб ніякі 4 з пофарбованих точок не були вершинами прямокутника. 
	 SHAPE  \* MERGEFORMAT 





Розв'язок. Наприклад таке розфарбування:


 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



4. До натурального числа дозволяється додавати або віднімати суму його цифр. Чи можна за допомогою цих операцій із числа 2013 одержати число 2014?

Відповідь. Не можна.

Розв'язок. Якщо число ділиться на 3, то після зміни цього числа на суму його цифр воно як і раніше буде ділитися на 3. Число 2013 ділиться на 3, а число 2014 – ні.

5. У кошику лежать 13 яблук. Є ваги, за допомогою яких можна довідатися сумарну вагу будь-яких двох яблук. Придумайте спосіб з'ясувати за 8 зважувань сумарну вагу всіх яблук.

Розв'язок.

Зважимо яблука парами, наприклад, перше й друге, третє й четверте, …, одинадцяте й дванадцяте. Це – 6 зважувань. Сьоме зважування – одинадцяте й тринадцяте яблука; восьме – дванадцяте й тринадцяте. Тоді, склавши результати останніх трьох зважувань, одержимо подвоєну вагу яблук 11, 12 і 13, і, виходить, зуміємо обчислити й сумарну вагу всіх яблук.

8 клас

6. Клітчастий прямокутник 
[image: image11.wmf]2014

2013

´

 розрізали по лініях сітки трьома прямолінійними розрізами на кілька прямокутників. Для кожного з цих прямокутників знайшли периметр. Потім усі периметри склали. Знайдіть найбільше можливе значення суми, що вийшла.

Відповідь. 20138.

Розв'язок.
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Подивимося, як можуть розташовуватися три прямолінійні розрізи відносно сторін даного прямокутника. Можливі 4 випадку:
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г)


Розглянемо перший випадок.
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Інші випадки розглядаються аналогічно.
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7. Усі букви фрази «ОЛІМПІАДА ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ ЗАПОРІЗЬКОЇ ОБЛАСТІ» записали в клітки прямокутної таблиці (в одну клітку записується одна буква), причому три клітки таблиці залишилися порожніми. Доведіть, що в таблиці знайдеться рядок (або стовпець), у якому зустрінуться дві однакові букви.

Доведення. З умови випливає, що таблиця складається з 45 клітинок, тобто має розміри 1×45 або 3×15 або 5×9. В зазначеній фразі є шість однакових букв «А», тому щонайменше дві з них потраплять в один рядок або стовпець.

Тут «клітки» - рядки, «зайці» - букви «А». «кліток» максимум 5, а «зайців» 6.

 Звичайно, таблиця може мати розміри 45×1 або 15×3 або 9×5. У цих випадках роль «кліток» зіграють стовпці.

8. Три учні – Микола, Дмитро і Женя – брали участь у міській математичній олімпіаді й одержали одну першу, одну другу й одну третю премії. Але їм не повідомили, хто яку премію одержав. Пізніше Яна сказала, що Дмитро одержав не першу, Микола – не другу, Женя одержав другу премію. Потім виявилося, що із цих трьох висловлювань вірним було тільки одне, а два інші – хибні. Яку премію одержав кожний учень?

Відповідь. Женя – перший, Коля – другий, Дмитрик – третій.

Розв'язок.

Припустимо, що вірним було третє висловлення, тобто Женя одержав другу премію, але тоді Коля не міг одержати другу премію, одержуємо, що друге висловлення теж вірне, чого не може бути, тому що за умовою вірним було тільки одне висловлення.

Припустимо, що вірним було друге висловлення, а перше й третє – невірні. З першого висловлення одержуємо, що Дмитрик був першим. Т.к. Коля не другий ( із другого висловлення), то він – третій. Виходить, що друга премія в Жені й третє висловлення – вірне. Протиріччя.

Отже, вірним було перше висловлення, а друге й третє – неправильними. Тоді із другого висловлення одержуємо, що Коля одержав другу премію, а з того, що Дмитрик не перший, слідує що він третій. Залишилася перша премія і її одержав Женя.

9. Знайдіть усі прості числа, квадрат яких, збільшений або зменшений на 2013, теж просте число.

Відповідь. 2.

      Розв'язок.

Нехай 
[image: image16.wmf]x

 - число, що задовольняє умовам задачі.

Якщо
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¹

x

, то 
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  ( тобто є непарним числом), тому і непарним є його квадрат. Тоді змінений на 2013 квадрат числа є парним числом і, отже, не є простим числом.

Перевіркою визначаємо, що 
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 задовольняє умовам задачі.

10. Квадрат зі стороною 2013 розрізали на два прямокутники. Відомо, що відношення периметрів цих прямокутників – ціле число. Доведіть, що прямокутники дорівнюють один одному.

Доведення: 

Нехай a – сторона квадрата й довжина кожного із прямокутників, b – ширина одного прямокутника, с – ширина іншого прямокутника (b ≥ c). Тоді маємо: 


[image: image20.wmf](

)

(

)

c

a

k

b

a

+

´

=

+

2

2

, де 
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 - ціле додатнє число.

Заміняючи a на b + с, після перетворень одержуємо:
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звідки випливає, що k ≤ 2.

1) k=2. Тоді 3c = 0, що неможливо.

2) 
[image: image23.wmf]k

=1. Тоді с = b, що й було потрібно довести.

9 клас

1. На острові проживає 100 людей: лицарі, які завжди говорять правду; брехуни, які завжди брешуть, і мудреці, які відповідають правдиво тільки на два питання. Щоб визначити кількість лицарів, брехунів і мудреців на острові, виготовили анкету з трьох питань:

1) Чи є ви брехуном або лицарем?

2) Чи є ви брехуном або мудрецем?

3) Чи є ви мудрецем або лицарем?

У результаті опитування всіх жителів загальне число позитивних відповідей склало 190, причому число неправильних позитивних відповідей на перше питання дорівнювало числу неправильних негативних відповідей на це ж питання. З анкети викреслили третє питання й повторили опитування. Число позитивних відповідей стало дорівнювати 80. Допоможіть визначити, скільки на острові брехунів, лицарів і мудреців.

Відповідь. Лицарів 50, мудреців 30, брехунів 20.

Розв'язок.
Має місце рівність:
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Після результатів першого опитування:
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(2)


[image: image26.wmf]Р
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 - кожний лицар дав дві позитивні відповіді,


[image: image27.wmf]Л

  - кожний брехун дав оду позитивна відповідь (причому на третє питання),


[image: image28.wmf]1
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 - мудреці, що дали неправильну відповідь на запитання  №2 і №3 (кожний з таких мудреців дав рівно одну позитивну відповідь),
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  - мудреці, що дали неправильну відповідь на запитання №1 (ця відповідь позитивна). Кожний з таких мудреців дав рівно 3 позитивних відповіді.

При цьому 
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(3)

Тільки брехуни давали неправильну негативну відповідь на запитання №1, тільки мудреці 
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 дали неправильну позитивну відповідь на запитання №1.

Після другого опитування:
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(4)

З (1), (2), (3) і (4) одержуємо, що брехунів на острові 20, лицарів – 50, мудреців – 30.

2. Усі букви фрази «ОЛІМПІАДА ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ ЗАПОРІЗЬКОЇ ОБЛАСТІ» записали в клітки прямокутної таблиці (в одну клітку записується одна буква), причому три клітки таблиці залишилися порожніми. Доведіть, що в таблиці знайдеться рядок (або стовпець), у якому зустрінуться дві однакові букви.

Доведення. З умови випливає, що таблиця складається з 45 клітинок, тобто має розміри 1×45 або 3×15 або 5×9. В зазначеній фразі є шість однакових букв «А», тому щонайменше дві з них потраплять в один рядок або стовпець.

Тут «клітки» - рядки, «зайці» - букви «А». «кліток» максимум 5, а «зайців» 6.

 Звичайно, таблиця може мати розміри 45×1 або 15×3 або 9×5. У цих випадках роль «кліток» зіграють стовпці.

3. По заданих координатах однієї точки комп'ютерна програма будує графік за правилом: для кожної точки з координатами 
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 генерується й зображується нова точка з координатами 
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. З'ясуйте, чи належить побудованому зображенню точка з координатами (2013, 2014), якщо першою була точка з координатами (2012, 2013)?

Відповідь. Не належить.

Розв'язок.

Сума координат кожної точки
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, що видається програмою, інваріантна (постійна): 
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, а сума координат точки (2013, 2014) рівна
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4. Знайдіть усі натуральні значення n, для яких число 
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Відповідь. Таких натуральних значень не існує.

Розв'язок.

Розкладемо даний вираз на множники: 
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. Дане число буде простим тоді й тільки тоді, коли один з отриманих множників рівний 1, а другий множник – просте число. Із того 
[image: image43.wmf](

)

1

1

1

2

2013

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

n

n

  при всіх натуральних значеннях n, тоді n2 – n+ 1 = 1, тобто, n(n – 1) = 0. Це рівняння в натуральних числах має єдиний розв'язок: n = 1. При цьому значенні n  множник 
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5. Квадрат зі стороною 2013 розрізали на два прямокутники. Відомо, що відношення периметрів цих прямокутників – ціле число. Доведіть, що прямокутники дорівнюють один одному.

Доведення: 

Нехай a – сторона квадрата й довжина кожного із прямокутників, b – ширина одного прямокутника, с – ширина іншого прямокутника (b ≥ c). Тоді маємо: 
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Заміняючи a на b + с, після перетворень одержуємо:
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звідки випливає, що k ≤ 2.

3) k=2. Тоді 3c = 0, що неможливо.

4) 
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=1. Тоді с = b, що й було потрібно довести.
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1. По заданих координатах однієї точки комп'ютерна програма будує графік за правилом: для кожної точки з координатами
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. З'ясуйте, чи належить побудованому зображенню точка з координатами (2013, 2014), якщо першою була точка з координатами (2012, 2013)?

Відповідь. Не належить.

Розв'язок. Сума координат кожної точки 
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, що генерується програмою, є величина незмінна (інваріант): 
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2. Знайдіть усі натуральні значення n, для яких число 
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Відповідь. Таких натуральних значень не існує.

Розв'язок. Розкладемо даний вираз на множники: 
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. Дане число буде простим тоді й тільки тоді, коли один з отриманих множників рівний 1, а другий множник – просте число. Із того, що 
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  при всіх натуральних значеннях n, тоді n2 – n+ 1 = 1, тобто, n(n – 1) = 0. Це рівняння в натуральних числах має єдиний розв'язок: n = 1. При цьому значенні n  множник 
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3. На сторонах опуклого чотирикутника
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, як на діаметрах, побудовані кола. Коло, побудоване на стороні 
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 дотикаються одне одного кола, що побудовані на сторонах 
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Доведення.

Нехай 
[image: image69.wmf]M

L

K

,

,

 і 
[image: image70.wmf]N

 - середини сторін
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 відповідно, а, отже, і центри відповідних кіл. Оскільки кола, що побудовані на сторонах 
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, мають спільну дотичну, то точки 
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 лежать на одній прямій. Аналогічно, точки 
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 лежать на одній прямій. З іншого боку, 
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Точка 
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 - точка перетину діагоналей паралелограма
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4. Розв'яжіть рівняння 
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Відповідь: розв'язків немає

Розв'язок  Перепишемо ліву частину рівняння у вигляді
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Тоді після приведення подібних отримаємо 
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 Позбувшись від знаменника, одержимо квадратне рівняння
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5. Таблиця 5
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5 заповнена числами 1, 2, ..., 25, причому будь-які два послідовних числа записані в сусідні (що мають спільну сторону) клітинки. Яка найбільша кількість простих чисел може бути в одному рядку?

Розв'язок

Розфарбуємо клітки даної таблиці в шаховому порядку. Довести, що в клітках одного кольору будуть стояти непарні числа, а в клітках іншого кольору – парні. У будь-яких двох сусідніх клітках розташовані числа різної парності (13 непарних та 12 парних).

Таким чином, у будь-якому стовпці повинно бути не менш двох парних чисел, тому простих непарних чисел у стовпці може бути не більше трьох, але в одному із стовпців є 2 – просте число, а тому у стовпці може бути і чотири простих, серед яких обов'язково повинне бути число 2.

Одне з можливих розміщень, що задовольняють умові задачі, наведено на малюнку (чотири прості числа – у третьому стовпці).
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11 клас

1. Укажіть кількість розв’язків рівняння 
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, що належать відрізку 
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Відзначимо, що права частина дорівнює 2014, коли 
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Розглянемо першу систему. Ліва частина рівняння приймає максимальне значення 2014, тільки якщо обидва доданки дорівнюють одиниці одночасно: 
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 На зазначеному відрізку розташовано 1007 розв'язків, із яких потрібно виключити ті, для яких 
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 . Після виключення залишається 252 розв’язки. 

Розглянемо другу систему. Ліва частина рівняння приймає мінімальне значення -2014, тільки якщо обидва доданки дорівнюють мінус одиниці одночасно. Розв’язок системи дає значення 
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. На зазначеному відрізку розташовано 1007 розв'язків, із яких потрібно виключити ті, для яких 
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 . Після виключення залишається 503 розв’язки. 

Таким чином, в підсумку отримаємо 755 розв’язків. 

2. Таблиця 5
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5 заповнена числами 1, 2, ..., 25, причому будь-які два послідовних числа записані в сусідні (що мають спільну сторону) клітинки. Яка найбільша кількість простих чисел може бути в одному стовпці?

Розв'язок

	Розфарбуємо клітки даної таблиці в шаховому порядку. Довести, що в клітках одного кольору будуть стояти непарні числа, а в клітках іншого кольору – парні. У будь-яких двох сусідніх клітках розташовані числа різної парності (13 непарних та 12 парних).

Таким чином, у будь-якому стовпці повинно бути не менш двох парних чисел, тому простих непарних чисел у стовпці може бути не більше трьох, але в одному із стовпців є 2 – просте число, а тому у стовпці може бути і чотири простих, серед яких обов'язково повинне бути число 2.

Одне з можливих розміщень, що задовольняють умові задачі, наведено на рисунку (чотири прості числа – у першому стовпці).
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3. Розв’яжіть рівняння 
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Відповідь:. 
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Розв'язок. Крім традиційного розкриття модулів на проміжках сталості знака модульних виражень під модулями можливі більш короткі міркування. Робимо заміну 
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Після зворотної заміни отримаємо 
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4. Відрізки, що з'єднують основи висот гострокутного трикутника, дорівнюють 8, 15 і 17. Знайдіть радіус кола, яке описано навколо трикутника. 

Відповідь: 17

	
	Розв’язок: 

1). Нехай у гострокутному ∆ ABC,  АА1, ВВ1, СС1 – висоти. В1С1=8, А1В1=15 і А1С1=17. 

Помітимо, що 
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